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Artikel ini mengidentifikasi bentuk umum trace matriks Toeplitz 2-tridiagonal 3 × 3 berpangkat bilangan bulat 
positif. Langkah penelitian dimulai dengan menentukan bentuk umum matriks Toeplitz 2-tridiagonal 3 × 3 
berpangkat bilangan bulat positif, dilanjutkan dengan menentukan bentuk umum trace matriks Toeplitz 2-tridiagonal 
3 × 3 berpangkat bilangan bulat positif. Pembuktian dilakukan dengan menggunakan induksi matematika. Hasil 
akhir dari artikel ini diperoleh bentuk umum matriks 𝐴𝑛 dan 𝑡𝑟(𝐴𝑛) untuk 𝑛 bilangan bulat positif ganjil dan 𝑛 
bilangan bulat positif genap. 
Kata Kunci : pangkat matriks, trace matriks, matriks toeplitz 2-tridiagonal, bilangan bulat positif 
 
Abstract 
This article identifies the general form trace of a positive integer power of the 3 × 3 2-tridiagonal Toeplitz matrix. 
The research begins to determine the general form of a positive integer power of the 3 × 3 2-tridiagonal Toeplitz 
matrix, followed by determining the general form trace of a positive integer power of 3×3 2-tridiagonal Toeplitz 
matrix. The proof is done by using mathematical induction. The final result of this article is to obtain the general form 
of the matrix 𝐴𝑛and 𝑡𝑟(𝐴𝑛)  for odd and even integers 𝑛. 
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1. PENDAHULUAN  
Pembahasan mengenai matriks dalam cabang ilmu matematika termasuk pembahasan yang sangat 
menarik. Matriks juga sudah sering dijumpai pada cabang ilmu lain diantaranya bidang ilmu teknik 
informatika, ilmu biologi, kimia, ekonomi, dan masih banyak lagi. Secara umum, matriks dapat dikatakan 
sebagai suatu kumpulan angka-angka yang juga sering disebut elemen-elemen yang disusun secara teratur 
menurut baris dan kolom sehingga berbentuk persegi panjang, dengan panjang dan lebarnya ditunjukkan oleh 
banyaknya kolom dan baris serta dibatasi tanda “[ ]” atau “( )” [1]. Terdapat berbagai jenis matriks yang terus 
dikaji dalam berbagai perspektif hingga saat ini, seperti matriks Circulant [3][4], matriks Hermitian [5][6], 
matriks Toeplitz [7][8][9][10][11]. Pembahasan tentang matriks tidak terlepas dari pembahasan terkait 
operasi matriks, termasuk operasi pada jenis matriks Toeplitz. Operasi pada matriks toeplitz sama dengan 
matriks pada umumnya, namun struktur dan sifat khususnya membuat matriks ini sangat unik dan berbeda 
dari matriks biasa. Matriks toeplitz adalah matriks simetris yang sirkulan dimana setiap elemen diagonal 
utama bernilai sama begitupun dengan setiap elemen pada subdiagonal yang bersesuaian dengan diagonal 
utama juga bernilai sama [2]. 
Matriks Toeplitz pertama kali dibahas pada tahun 1971 [12] dan terus mengalami perkembangan 
hingga saat ini. Dalam beberapa tahun terakhir dapat ditemukan pembahasan terkait matriks Toeplitz seperti 
[7] yang memperluas gagasan terkait matriks (𝑝, 𝑟)-Toeplitz tridiagonal serta menyediakan pembuktian 
singkat untuk menghasilkan invertibilitas matriks tersebut. Kemudian, dalam [8] dibahas perbaikan formula 
yang lebih efektif dalam pencarian nilai eigen pada matriks blok-Toeplitz Tridiagonal. Kemudian 
pembahasan mengenai trace matriks berpangkat pertama kali dibahas pada tahun 2015 [13], dan dalam 
beberapa tahun terakhir ditemukan beberapa artikel terkait Trace matriks berpangkat, seperti pada [14] 
dibahas tentang penentuan bentuk umum trace matriks Toeplitz 3 × 3 berpangkat bilangan bulat positif 
dengan elemen bilangan kompleks. Kemudian, dalam [15] dibahas tentang formula umum dari trace matriks 
Toeplitz tridiagonal 3 × 3 berpangkat bilangan bulat positif. Pada tahun yang sama dalam [16] dibahas 
mengenai penentuan formula trace matriks real berbentuk khusus 3 × 3 berpangkat bilangan bulat positif. 
Rumus umum trace Matriks Toeplitz berpangkat dalam artikel [14] dibahas kembali dalam [17] dengan 
mengubah kasus matriks Toeplitz menjadi elemen bilangan real. Kemudian dengan pembahasan yang sama, 
dalam [18] dibahas penentuan rumus umum trace matriks real 3 × 3  berbentuk khusus berpangkat bilangan 
bulat positif. 
Dalam teori matriks sangat mudah untuk menentukan nilai trace dari suatu matriks, hanya dengan 
menjumlahkan tiap elemen diagonal utama maka akan diperoleh nilai tracenya, namun akan sangat sulit 
mencari nilai trace pada kasus matriks yang dipangkatkan sebanyak 𝑛. Jika dilakukan secara manual akan 
memakan banyak waktu dalam pencarian nilai tracenya [14]. Untuk itu, perlu ditemukan formula atau rumus 
umum dalam menentukan trace matriks berpangkat bilangan bulat positif namun pada kasus matriks yang 
berbeda dari penelitian sebelumnya yaitu matriks Toeplitz 2-Tridiagonal berukuran 3 × 3  dengan entri 
bilangan real. Penelitian ini bertujuan untuk menentukan bentuk umum matriks yang dipangkatkan bilangan 
bulat positif serta bentuk umum dari nilai trace matriks berpangkat bilangan bulat positif. Artikel ini 
diharapkan dapat memberikan kontribusi dibidang matematika terutama bidang aljabar mengenai trace 
matriks 3 × 3 berpangkat bilangan bulat positif. 
 
 
2. METODE PENELITIAN 
Metode yang digunakan pada penelitian ini adalah studi literatur. Adapun langkah-langkah yang 
digunakan adalah sebagai berikut: 





]∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ.                                                                                                                         (1) 
2. Menentukan Perpangkatan Matriks 𝐴2  sampai 𝐴𝑘, dengan 𝑘 adalah batas atas ketika pola sudah 
terlihat. 
3. Menentukan bentuk umum perpangkatan matriks 𝐴𝑛, dengan 𝑛 bilangan bulat positif. 
4. Menentukan bentuk umum 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴𝑛), dengan 𝑛 bilangan bulat positif. 
5. Membuktikan bentuk umum perpangkatan matriks 𝐴𝑛, dengan 𝑛 bilangan bulat positif dengan 
metode induksi matematika. 
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3. HASIL DAN PEMBAHASAN 
3.1. Matriks Toeplitz 𝟐-Tridiagonal Berpangkat Bilangan Bulat Positif 
Pada bagian ini dibahas mengenai bentuk umum dari matriks toeplitz 2-tridiagonal 3 × 3 berpangkat 
bilangan bulat positif seperti pada Persamaan (1). Menentukan matriks 𝐴2 sampai 𝐴𝑘, dimana 𝑘 adalah batas 
atas ketika pola matriks berpangkat sudah terlihat. 
𝐴2 = [
𝑎2 + 𝑏𝑐 0 2𝑎𝑐
0 𝑎2 0
2𝑎𝑏 0 𝑎2 + 𝑏𝑐
]                                                                                                                              (2) 
𝐴3 = [
𝑎3 + 3𝑎𝑏𝑐 0 3𝑎2𝑐 + 𝑏𝑐2
0 𝑎3 0
3𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 0 𝑎3 + 3𝑎𝑏𝑐
]                                                                                                                (3) 
𝐴4 = [
𝑎4 + 𝑏2𝑐2 + 6𝑎2𝑏𝑐 0 4𝑎𝑏𝑐2 + 4𝑎3𝑐
0 𝑎4 0
4𝑎3𝑏 + 4𝑎𝑏2𝑐 0 𝑎4 + 𝑏2𝑐2 + 6𝑎2𝑏𝑐
]                                                                                   (4) 
𝐴5 = [
𝑎5 + 5𝑎𝑏2𝑐2 + 10𝑎3𝑏𝑐 0 𝑏2𝑐3 + 10𝑎2𝑏𝑐2 + 5𝑎4𝑐
0 𝑎5 0
5𝑎4𝑏 + 𝑏3𝑐2 + 10𝑎2𝑏2𝑐 0 𝑎5 + 5𝑎𝑏2𝑐2 + 10𝑎3𝑏𝑐
]                                                                (5) 
𝐴6 = [
𝑎6 + 𝑏3𝑐3 + 15𝑎2𝑏2𝑐2 + 15𝑎4𝑏𝑐 0 6𝑎𝑏2𝑐3 + 20𝑎3𝑏𝑐2 + 6𝑎5𝑐
0 𝑎6 0
6𝑎5𝑏 + 6𝑎𝑏3𝑐2 + 20𝑎3𝑏2𝑐 0 𝑎6 + 𝑏3𝑐3 + 15𝑎2𝑏2𝑐2 + 15𝑎4𝑏𝑐
]                             (6) 
𝐴7 = [
𝑎7 + 7𝑎𝑏3𝑐3 + 35𝑎3𝑏2𝑐2 + 21𝑎5𝑏𝑐 0 𝑏3𝑐4 + 21𝑎2𝑏2𝑐3 + 35𝑎4𝑏𝑐2 + 7𝑎6𝑐
0 𝑎7 0
7𝑎6𝑏 + 𝑏4𝑐3 + 21𝑎2𝑏3𝑐2 + 35𝑎4𝑏2𝑐 0 𝑎7 + 7𝑎𝑏3𝑐3 + 35𝑎3𝑏2𝑐2 + 21𝑎5𝑏𝑐









𝑎8 + 𝑏4𝑐4 + 28𝑎2𝑏3𝑐3 +
70𝑎4𝑏2𝑐2 + 28𝑎6𝑏𝑐
0 8𝑎𝑏
3𝑐4 + 56𝑎3𝑏2𝑐3 +
56𝑎5𝑏𝑐2 + 8𝑎7𝑐
0 𝑎8 0
8𝑎7𝑏 + 8𝑎𝑏4𝑐3 +
56𝑎3𝑏3𝑐2 + 56𝑎5𝑏2𝑐
0 𝑎
8 + 𝑏4𝑐4 + 28𝑎2𝑏3𝑐3 +
















𝑎9 + 9𝑎𝑏4𝑐4 + 84𝑎3𝑏3𝑐3 +
126𝑎5𝑏2𝑐2 + 36𝑎7𝑏𝑐
0 𝑏
4𝑐5 + 36𝑎2𝑏3𝑐4 +
126𝑎4𝑏2𝑐3 + 84𝑎6𝑏𝑐2 + 9𝑎8𝑐
0 𝑎9 0
9𝑎8𝑏 + 𝑏5𝑐4 + 36𝑎2𝑏4𝑐3 +
126𝑎4𝑏3𝑐2 + 84𝑎6𝑏2𝑐
0 𝑎
9 + 9𝑎𝑏4𝑐4 + 84𝑎3𝑏3𝑐3 +


















𝑎10 + 𝑏5𝑐5 +
45𝑎2𝑏4𝑐4 + 210𝑎4𝑏3𝑐3 +
210𝑎6𝑏2𝑐2 + 45𝑎8𝑏𝑐
0 10𝑎𝑏
4𝑐5 + 120𝑎3𝑏3𝑐4 + 252𝑎5𝑏2𝑐3 +
120𝑎7𝑏𝑐2 + 10𝑎9𝑐
0 𝑎10 0
10𝑎9𝑏 + 10𝑎𝑏5𝑐4 + 120𝑎3𝑏4𝑐4 +
252𝑎5𝑏3𝑐2 + 120𝑎7𝑏2𝑐
0
𝑎10 + 𝑏5𝑐5 +
45𝑎2𝑏4𝑐4 + 210𝑎4𝑏3𝑐3 +









          (10) 











𝑎11 + 11𝑎𝑏5𝑐5 +
165𝑎3𝑏4𝑐4 + 462𝑎5𝑏3𝑐3 +
330𝑎7𝑏2𝑐2 + 55𝑎9𝑏𝑐
0
𝑏5𝑐6 + 55𝑎2𝑏4𝑐5 +
330𝑎4𝑏3𝑐4 + 462𝑎6𝑏2𝑐3 +
165𝑎8𝑏𝑐2 + 11𝑎10𝑐
0 𝑎11 0
11𝑎10𝑏 + 𝑏6𝑐5 +
55𝑎2𝑏5𝑐4 + 330𝑎4𝑏4𝑐3 +
462𝑎6𝑏3𝑐2 + 165𝑎8𝑏2𝑐
0
𝑎11 + 11𝑎𝑏5𝑐5 +
165𝑎3𝑏4𝑐4 + 462𝑎5𝑏3𝑐3 +




















𝑎12 + 𝑏6𝑐6 + 66𝑎2𝑏5𝑐5 +
495𝑎4𝑏4𝑐4 + 924𝑎6𝑏3𝑐3 +
495𝑎8𝑏2𝑐2 + 66𝑎10𝑏𝑐
0
12𝑎𝑏5𝑐6 + 220𝑎3𝑏4𝑐5 +
792𝑎5𝑏3𝑐4 + 792𝑎7𝑏2𝑐3 +
220𝑎9𝑏𝑐2 + 12𝑎11𝑐
0 𝑎12 0
12𝑎11𝑏 + 12𝑎𝑏6𝑐5 +
220𝑎3𝑏5𝑐4 + 792𝑎5𝑏4𝑐3 +
792𝑎7𝑏3𝑐2 + 220𝑎9𝑏2𝑐
0
𝑎12 + 𝑏6𝑐6 + 66𝑎2𝑏5𝑐5 +
495𝑎4𝑏4𝑐4 + 924𝑎6𝑏3𝑐3 +




















𝑎13 + 13𝑎𝑏6𝑐6 + 286𝑎3𝑏5𝑐5 +
1287𝑎5𝑏4𝑐4 + 1716𝑎7𝑏3𝑐3 +
715𝑎9𝑏2𝑐2 + 78𝑎11𝑏𝑐
0
𝑏6𝑐7 + 78𝑎2𝑏5𝑐6 + 715𝑎4𝑏4𝑐5 +
1716𝑎6𝑏3𝑐4 + 1287𝑎8𝑏2𝑐3 +
286𝑎10𝑏𝑐2 + 13𝑎12𝑐
0 𝑎13 0
13𝑎12𝑏 + 𝑏7𝑐6 + 78𝑎2𝑏6𝑐5 +
715𝑎4𝑏5𝑐4 + 1716𝑎6𝑏4𝑐3 +
1287𝑎8𝑏3𝑐2 + 286𝑎10𝑏2𝑐
0
𝑎13 + 13𝑎𝑏6𝑐6 + 286𝑎3𝑏5𝑐5 +
1287𝑎5𝑏4𝑐4 + 1716𝑎7𝑏3𝑐3 +









                          (13) 
 
Dengan melihat pola pada koefisien yang terbentuk dari elemen-elemen matriks pada Persamaan (2) 
sampai Persamaan (13), maka diperoleh bentuk umum perpangkatan matriks yang dinyatakan dalam 
Teorema 1. 

















































































































,   𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝, 𝑛 ≥ 0, 𝑛 ∈ ℤ
 
 
Bukti. Pembuktian dilakukan menggunakan induksi matematika. Diberikan 
 
 (14) 
















































untuk 𝑛 bilangan ganjil positif, 
 



















































Dengan melihat Persamaan (1) maka 𝑝(1) benar. 















































untuk 𝑘 bilangan ganjil positif. 
3. Akan dibuktikan 𝑝(𝑘 + 2) juga benar yaitu: 













































                  (15) 
Pembuktiannya sebagai berikut: 
𝐴𝑘+2 = 𝐴𝑘  ∙  𝐴2 














































































































































































































































































Dengan melihat Persamaan (14) maka 𝑝(𝑘 + 2) benar, dan karena langkah (1) dan (2) sudah diperlihatkan 
benar, maka terbukti  untuk 𝑛 bilangan ganjil positif. Selanjutnya dengan cara yang sama dapat dibuktikan 
𝐴𝑛 untuk 𝑛 bilangan genap positif.  
 
3.2. Trace Matriks Toeplitz 𝟐-Tridiagonal Berpangkat Bilangan Bulat Positif 
Berdasarkan Teorema 1 maka diperoleh trace matriks Toeplitz 2-tridiagonal berpangkat bilangan bulat 
positif, yang dinyatakan dalam Teorema 2. 





]∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ, maka 























, 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝, 𝑛 ≥ 0, 𝑛 ∈ ℤ
 
Bukti.  
Akan dibuktikan 𝑡𝑟(𝐴𝑛) untuk 𝑛 bilangan ganjil positif. Berdasarkan Teorema 1 dapat diperoleh 































 untuk 𝑛 bilangan ganjil positif. 
Akan dibuktikan 𝑡𝑟(𝐴𝑛) untuk 𝑛 bilangan genap positif. Berdasarkan Teorema 1 dapat diperoleh 































 untuk 𝑛 bilangan genap positif. Berdasarkan 
pembuktian langsung seperti yang telah dituliskan diatas, maka Teorema 2 terbukti.  
 
3.3. Simulasi Matriks Toeplitz 𝟐-Tridiagonal Berpangkat Bilangan Bulat Positif 
Pada bagian ini, diberikan beberapa contoh yang berhubungan dengan Teorema 1 dan Teorema 2, 
kemudian akan dilakukan simulasi contoh dalam bentuk Graphical User Interfaces (GUI) dengan 
memasukkan algoritma dari bentuk umum Teorema 1 dan Teorema 2, lalu memvalidasi hasilnya dengan 
menggunakan aplikasi Matlab. 
 







Hitunglah nilai 𝑡𝑟(𝐴5) dan 𝑡𝑟(𝐴6) menggunakan Teorema 2. 
Penyelesaian: 
Menurut Teorema 2 untuk 𝑛 bilangan ganjil positif, diperoleh. 







              = 32 + 2(32 − 1600 + 4000) 
              = 32 + 4864 
              = 4896 
Hasilnya dengan menggunakan GUI disajikan pada Gambar 1. 
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Gambar 1. Hasil Menggunakan GUI dari Contoh 1 (1) 
Menurut Teorema 2 untuk 𝑛 bilangan genap positif, diperoleh. 







              = 64 + 2(64 − 4800 + 24000 − 8000) 
              = 32 + 22528 
              = 22592 
Hasilnya dengan menggunakan GUI disajikan pada Gambar 2. 
 
 
Gambar 2. Hasil Menggunakan GUI dari Contoh 1 (2) 
 
Untuk memvalidasi hasil yang diberikan di atas, berikut ini diberikan solusi untuk Contoh 1 dengan 
menggunakan aplikasi matlab yang disajikan dalam Gambar 3. 
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Tentukan 𝐴13 dan 𝐴14 menggunakan Teorema 1. 
Penyelesaian: 





































































Hasilnya dengan menggunakan GUI disajikan pada Gambar 4. 
 
 
Gambar 4. Hasil Menggunakan GUI dari Contoh 2 (1) 
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Hasilnya dengan menggunakan GUI disajikan pada Gambar 5. 
 
 
Gambar 5. Hasil Menggunakan GUI dari Contoh 2 (2) 
Untuk memvalidasi hasil yang diberikan diatas, berikut ini diberikan solusi untuk Contoh 2 dengan 
menggunakan aplikasi matlab yang disajikan dalam Gambar 6. 
 
 




Dengan menggunakan matriks Toeplitz 2-Tridiagonal 3 × 3 pada Persamaan (1) dan matriks Toeplitz 2-
Tridiagonal 3 × 3 berpangkat-𝑛 bilangan bulat positif pada Persamaan (14), maka diperoleh bentuk umum 
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